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基于物理深度学习的微气泡系统动力学预测

摘 要

微气泡及气泡群动力学在为管道中的流动在生物医学，物理化学领域有着极其

广泛的应用和研究。微环境下气泡运动涉及到单气泡流动变形，气泡间的相互融合

及剥离以及两相流作用等复杂力学问题，为相关研究提出挑战。为研究微流体环境

下气泡运动，本文设定两算例进行探究：1微管道中单气泡流动变形及 2微气泡群流

动过程；相关参数基于生物学应用背景给出。仿真结果显示单气泡流动变形形态为

前段先外凸呈抛物线状，尾端内凹直至附着气泡剥离气泡主体；微气泡群会随着时

间推进融合及剥离，算至 3000µs后大部分气泡已经碰撞融合。其中，单气泡算例与

微管道实验中血红细胞变形形貌相似，管壁尾端在液相流部分符合泊肃叶流动基本

速度分布。微气泡群算例整体流体速度分布符合泊肃叶流动规律。对两算例，我们

通过对组分进行分析印证算例符合前后组分守恒，并对可能的误差进行了分析。

针对计算过程，计算多相流对精度需求很高，因若网格精度不够则会导致计算

过程中某一相流体出现组分丢失；因此，数据驱动的方法很有必要。随着机器学习

快速发展物理深度学习在近些年增长迅猛。基于物理神经网络（PINN），我们提出了

一种全新的可用于预测气泡动力学的神经网络结构 BubbleNet。我们的网络由两部分

构成：构成基本的深度神经网络（DNN）以及包含连续不可压条件的内置方程（物理

信息）。同时，我们还引入了时间离散监督器：即对于场数据进行时间离散化的归一

化。我们分别用 DNN和 BubbleNet预测了单气泡在 2000µs和多气泡系统在 1500µs

时刻物理场（u, v, p, ϕ）的分布。我们的 BubbleNet结构相较于传统的 DNN可以以

更小的迭代步数获得更高的预测精度。因为对整个时空域上不同时间步流场数值可

能较大差异会导致特定时间步特征被“剥夺”使得训练神经网络时让网络被“欺骗”；

所以时间离散归一器使网络预测时空数据更准确。相关算法成果不仅限于微气泡流，

更可以广泛应用与电化学，电磁，燃烧等具有广泛工程应用背景的数学物理问题。

关键词：机器学习；物理神经网络；多相流；气泡动力学；微流体.
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Predicting microbubble system dynamics with
physicsinformed deep learning

Abstract

Microbubbles and bubble systems are widely applied in biophysics, medical
engineering, chemical physics, etc. Microfluidic bubble movements involve deformation
of single bubbles, collision, mixture and rupture of bubbles, etc. These complex problems
poses a real challenge for studying such. To investigate the mechanism of microbubbles
dynamics, we here set up two cases: 1single bubble movement confined in micropipe and
2microbubbles group movement in microfluids. The related parameters are given referred
to their biological counterparts. Simulation results indicate that single bubble front
interface will flow outwards as an increasing parabolic shape while the tale gets flow
inwards till two attached smaller bubbles get ruptured from the main bubble. Grouped
bubbles collides to be fused or ruptured. The single bubble deformation agree with red
blood cell deformation shape confined in pipe experiment. The fluid phase velocity
distribution agree with general distribution of the Poiseuille flow. For both the cases, we
analyze the gasliquid component to ensure correct calculation of simulations and estimate
the possible errors.

Multiphase flow simulation requires high computation accuracy due to possible
component losses may be caused by sparse meshing during iterations. Hence, datadriven
methods can be adopted as a useful tool. Based on physicsinformed neural networks
(PINN), we proposed a novel deep learning architecture BubbleNet, which entails two
main parts: a deep neural net (DNN) and innercontained continuum equation as physics
information. We also elicit Time Discretized Normalizer (TDN), an algorithm to normalize
field data per time step before training. We applied and DNN and BubbleNet alogorithms,
respectively, to predict the physical distribution (u, v, p, ϕ) of the bubble movement. For
the two cases, we aim to predict the distribution at 2000µs for single bubble case and
1500µs for multi bubbles case. Our BubbleNet algorithms exhibits higher accuracy for
predictions and requires less iterations. the TDN can effectively improve the accuracy with
regards to due to the data scale variance among the timespace field may ’confuse’ the
training of the NN. The proposed algorithms can be applied to various fields including
electrochemistry, electromagnetic, combustion and related mathematical physics problems
with wide engineering backgrounds.

Keywords: Machine learning, physicsinformed neural network, multiphase flow, bubble
dynamics, microfluids.
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第 1章 绪论

1. 1 本文研究背景与意义

近年来，机器学习和深度学习因为其在学术界、工业界甚至娱乐界的强大表现

获得大量关注。因为其针对特定问题的精度和解决问题的广度越来越受到人们的关

注以及资本的投资。同时，在计算物理领域，机器学习也在快速的改变着传统算法。

但是机器学习在该领域内却并没有互联网，社交软件中使用的那么广泛和深入。在

计算科学领域中，计算流体力学算法因为涉及到大量的工业科学技术应用，所以常

年受到主要关注。这其中，多相流，特别是气泡流在生物，医学，化学等领域有着

大量的应用价值；同时也具有相对完善的理论研究。因此，该问题的研究很有意义，

也很适合在相应问题上进行创新。本文就微观尺度下的气泡流动进行研究，通过物

理深度学习的方法对其进行学习预测。

1. 2 机器学习与人工智能

机器学习是一个通过经验和数据可以自动提高的计算机算法[1]。近年来，随着科

技不断进步，计算资源和硬件的不断提升，以及大量数据的易于获取，机器学习研

究领域取得飞速进展和进步。同时，随着 AlphaGo的横空出世[2, 3]，又随着机器学习

和深度学习以其巨大的潜能和其在医疗[46]，公共卫生[7, 8]，商业广告[9, 10] 等领域取

得的巨大成功，针对不同问题提出的机器学习算法不断更新出现并推动着机器学习

的进步。

机器学习在各领域的成功离不开其背后大量研究的支持。在医疗领域中，

AlphaFold 可以自动识别蛋白质结构的能力更是颠覆传统医学的限制[11]；同时，对

于新型冠状病毒（SARSCoV2）的 CT 感染预测也使得机器学习快速，通用性强，

广泛等优点充分体现[12, 13]。在公共卫生领域，随着 COVID19疫情的爆发，基于机

器学习的整体疫情传染预测更是为疫情发展提供重要参考[14, 15]。在商业广告领域，

机器学习基于用户大量数据的训练和学习使其可以精准有效给特定用户群体推送广

告，极大的促进商业行为[1618]。同时，基于 Google 开发的深度学习开源平台

TensorFlow[19]已经大量的被国内外知名公司机构使用。

随着互联网的蓬勃发展和智能电子设备的普及化，普通民众更易在网络平台上
1
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产生数据，数据正在以前所未有的速度增长[20, 21]。基于海量数据下，机器学习算法得

以发挥高水准。基于大数据的深度学习（DL）广受关注[22]。而人工神经网络（ANN）

作为最成熟，最有效的学习方法之一，更是被集中研究[23, 24]。其中，最为简单却得

到广泛应用的人工神经网络框架就是前向传播神经网络（FNN）[25]。同时，循环神经

网络（RNN）因其可以提取序列中随时间变化的特征等优势[26]被广泛应用在自然语

言处理（NLP）[27]、计算机视觉（CV）[28]、和计算生物学（CB）[29]等领域。但是，针

对图像识别和图像处理问题，卷积神经网络（CNN）被更加广泛的使用[30]。更为重

要的是，基于 CNN 开发的 ImageNet 因其精准和有效使得 CNN 被更多计算机视觉

领域的研究人员青睐[31]。针对不同的图像处理方法，基于对图片特征进行识别和分

割的 UNet也成为计算机视觉领域得力工具之一[32]。基于以上深度学习算法和工具，

Google公司于 2015年发布开源深度学习计算平台 TensorFlow[19]，其被广泛应用于

工业和学术界。而后的 2016年，Facebook AI实验室也接连发布了深度学习开源平台

PyTorch[33]。现如今，这两大平台已成为计算机机器学习领域内研究人员广泛使用和

开发。

1. 3 机器学习在计算物理领域的应用

流体力学最早起源于古希腊时期，从亚里士多德和阿基米德对浮力和流静力学

的研究[34, 35]。经过长时间的发展到从欧拉到 ClaudeLouis Navier和 Sir George Gabriel

Stokes提出 NavierStokes（NS）方程具有相对完备理论基础。因为 NS方程的非线

性，运用解析求解的方法只适用于特定问题。所以科学家们提出了各种离散方法进

行数值求解。上世纪，大量方法如有限差分（Finite Difference Method, FDM）[36, 37]，有

限体积（Finite Volume Method, FVM）[3842]，有限元（Finite Element Method, FEM）[43]，

光滑粒子（Smoothed Particle Hydrodynamics, SPH）[44, 45] 等方法得到快速发展。这些

方法用不同格式和算法离散 NS方程，其优势是物理信息准确，方程确定。但是其

缺点为通用性差，计算速度和精度难以同时保证。因此，对于不同的物理问题，计算

科学研发人员开发了各种基于机器学习数据驱动计算物理场对算法。2016年，Rudy

et al.[46] 提出了通过数据驱动拟合物理控制方程的算法（PDEFIND），颠覆了传统

通过实验，经验，和推理寻找物理控制方程的思路。2019年，Raissi et al.[4749] 提出

了基于物理场数据驱动的神经网络（PhysicsInformed Neural Network, PINN）。而后

的 2020年，基于 PINN，Lu et al. 又提出了新的基于物理数据驱动的深度学习模型

DeepXDE用以求解偏微分方程控制的物理问题[50]。仿效 PDEFIND的思路，并且基
2
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于 DeepXDE的研究成果之上，2020年，Lu et al.[51]也提出了相似功能对于控制方程

不明确通过深度学习进行运算的物理数据驱动模型 DeepONet。上述物理数据驱动的

深度学习模型均采用对数据进行直接处理并运算. 同时，DeepONet也被广泛应用于

生物学，物理学等工程问题[5254]。因 PINN局限于特定物理问题，2020年，Li et al.[55]

提出了通过傅立叶神经算子（Fourier Neural Operator, FNO）对于空间映射进行学习

的深度学习方法，具有快速高效和低误差的特点。基于前文提到的 CNN，因计算后

处理的飞速发展，基于 CV的物理深度学习模型也在近些年逐渐流行。2020年，Jiang

et al.[56]提出了通过对三维场信息（二维物理场随时间变化）进行卷积学习可以实现

模糊物理场的加密功能（MeshfreeFlowNet）。其他相关的物理深度学习模型也在近些

年快速增加。

1. 4 多相流与气泡动力学

多相流，特别是气泡流是一个经典流体力学问题。多相流是指一个以上的液相

同时通过多孔介质流动[57]。它具有非常广泛的应用背景，其中也涵盖大量的科学问

题，包括悬浮的谷物粉尘或煤粉，液滴和喷雾，推进剂燃烧，炭化，烟灰，烟雾形

成，淤浆，液体中的气泡，雨水和沉降[58]。在物理上，我们经常通过质量平均混合

速度和扩散通量来表示混合流动速度和单相速度的区别[59]。在大量多相流物理现象

中，气泡流动问题常被研究。因为气泡流具有大量的生物学和物理化学的应用背景，

其已经成为流体力学乃至生物物理领域中主要问题之一。其中，管道气泡流研究众

多。毛细管道内气泡的“剥离”现象（Bubble PinchOff）的理论与实验分析是领域

内最主流的问题之一[6064]。微气泡在管道中的运动被广泛应用于靶向输药[65, 66]，特

别是血脑屏障药物输送的研究中[6769]。同时，因为多气泡系统的复杂性以及广泛的

生物应用，多气泡群体动力学在不同物理场下气泡的相互作用表现出复杂性与随机

性[70, 71]。因此，基于上述研究，在本文中作者针对两种情形下的管道流动进行研究，

一种为微观道内部单气泡流动，建模参考 Hosseinkhah et al.[69] 的工作。另一种为微

管道内多气泡的系统动力学，参考了 Lea et al.[72]提出的建模思路，为：管道几乎完

全充满液体。游离气体以小气泡的形式存在，并在液体中流动。液体接触壁表面，气

泡仅起到降低密度的作用。

3
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第 2章 理论背景

2. 1 机器学习

2. 1. 1 神经网络

在前文中，我们简要概括了神经网络的历史和概况。本章我们着重介绍神经网

络数学基础。神经网络是一个多非线性回归模型。人工神经网络是基于模拟生物学

神经元之间传播原理启发构建的计算系统[73]。

一个基本的人工神经单元结构如图21所示：其中，x1, x2, ..., xn 为输入量，

w1, w2, ..., wn为拟合输入量的权重，经过阈值 b输出为 y。而对于神经网络来说，基

本的神经元模型是基于线性多重回归模型所建立的：

yw(x) = w0 + w1x1 + w2x2 + w3x3 + ...+ wnxn + b (21)

其中 wn为回归权重，b为阈值。

基于回归模型，每个神经元经过激活函数被“激活”传入下一层神经元中：

ŷ(x) = σ(wTx+ b) (22)

其中 ŷi = (ŷ1, ŷ2, ..., ŷn)可看作网络产生的预测值，σ = σ(z)为激活函数。

激活函数作为将输入信息通过非线性变换传输给另一个神经元的工具，选取和

使用主要依靠经验。在实际应用中，常用的三种激活函数有 sigmoid，ReLU和线性

激活：

σsigmoid(z) =
1

1 + e−z
; σReLU(z) = max(0, z); σlinear(z) = z (23)

而在实际运算中（i.e., TensorFlow, PyTorch, Keras等主流深度学习平台），神经

网络的初始权重是随机生成的，而后随着梯度下降 &优化过程拟合训练集。权重的

4
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迭代过程可以写作：

wi ⇐ wi +∆wi; ∆wi = lr(y − ŷ)xi (24)

其中 lr 为网络的学习率。基于方程24，我们通过设置学习率可以可以改变全中

的更新迭代过程，以此控制回归模型训练的快慢和准确度。

在神经网络训练中，我们通常采用均方根误差（MSE）作为损失函数来训练；而

训练迭代神经网络的过程就是通过不断减小MSE的过程实现的。

MSE =
1

M

M∑
i=1

(yi − ŷi)
2

在训练中，MSE在前后迭代的不断减小过程会产生误差，而误差则是通过反向传播

（backpropagation）算法传递给上一层网络进行迭代，迭代后会更新权重 wn 促使网

络再次进行迭代。

6
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• 训练过程

现设置一深度神经网络 DNN，由前文定义：ŷi = (ŷ1, ŷ2, ..., ŷn)可看作为网络的

输出值（预测值）；在此我们将其写为：

ŷnj = σ(βj − bj) (25)

其中 βj 是第 i个神经元的输入值，bj 为阈值。

在本章中我们采取梯度下降方法为例，在 DNN中连接第 h和 j隐层的权重因此

可以写作：

∆whj = −lr
∂MSE

∂whj
(26)

而方程26可以进一步展开为：

∂MSE

∂whj
=
∂MSE

∂ŷj

∂ŷj
∂βj

∂βj
∂whj

(27)

而又由 β的定义，我们可以写出： ∂βj
∂whj

= bh因此，根据方程25以及均方根误差的定

义，我们可以写出：

gj = −∂MSE

∂ŷj

∂ŷj
∂βj

= −(ŷj − yj)σ̇(βj − bj)

= ŷj(1− ŷj)(yj − ŷj)

因此，由上述方程，我们可以获得由隐层 h传至隐层 j 的权重的更新方程：

∆whj = lrgjbh (28)

这便是神经网络训练更新过程的数学描述。

2. 1. 2 物理深度学习

2019 年，基于神经网络的梯度下降拟合参数原理，Raissi et al.[4749] 提出了基

于物理信息的深度神经网络模型。在本文中，作者简称物理神经网络。其思路为：

构造一个含有物理方程的损失函数 LossPhys，并将该函数带入神经网络整体的损失
7
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图 24物理神经网络的示意图，来自Meng et al., 2020[75]。

函数中: Loss = LossNN + LossPhys。举例来说，若我们采取均方根误差作为梯度

下降指标，采用 NS 方程作为引入的物理方程，那么该物理神经网络形式可写作

Loss =MSENN + ρDtu− f+∇p− µ∇2u。因此在神经网络进行梯度下降训练时，物

理方程被作为一个“弱限制”加入了训练过程，使得最后训练出来的结果逐渐逼近

真实物理方程。

首先，根据偏微分方程（PDE）的定义，我们可以将一般偏微分方程写成如下形

式：

ut +N [u; µ] = 0, x ∈ ω, t ∈ [0, T ]

因此，我们可以构建一含有 PDE的函数 f，并将其引入神经网络的迭代中：

f := ut +N [u]

在实际神经网络训练迭代过程中，若采用均方根误差作为迭代标准，损失函数

可写作[4749]：

8
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MSE =MSEu +MSEf

其中

MSEu =
1

Nu

Nu∑
i=1

|u(tiu, xiu)− ui|2

MSEf =
1

Nf

Nf∑
i=1

|f(tif , xif )|2

在本文中，我们要研究二维微气泡流动，我们因此采用物理神经网络的思路，将

二维情况下的连续性方程 ux + vy = 0引入深度神经网络中用于“物理限制”气泡流

的训练过程。我们将对应的深度物理神经网络命名为 BubbleNet。

2. 2 多相流与气泡产生

2. 2. 1 流体力学基本理论

流体力学是力学的一个分支，涉及流体在各种状态下的性质以及它们对作用在

其上的力的反应[76]。流体力学广泛应用涉及航空航天，车辆工业，生物医学等；在

前文中我们已经对流体力学进行了简概介绍，在此不过多赘述。

流体力学的控制方程 NavierStokes（NS）方程可由 Lagrange和 Euler坐标系下

分别推出[77]。NS方程是由动量方程推导而得出，具体推导过程详见附录 A。一般

形式下的 NS方程写为：

ρ

(
∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)

= f−∇p+ µ∇2u (29)

在本文中，我们主要考虑二维情况下微气泡的流动，所以推导基于二维直角坐

标系。在二维情况下，NS方程可写作：

ρ

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y

)
= fx −

∂p

∂x
+ µ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)

ρ

(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y

)
= fy −

∂p

∂y
+ µ

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)
9
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其中，x, y为二维坐标系的坐标轴，t为时间，ρ为流体的密度，u, v为流体运动时

在上的速度分量，fx, fy 为在两轴上的外力，p为压强，µ为流体的粘性。

在实际描述流体运动时，除动量方程，为满足基本物理定律，流体的性质还包

括连续性，能量守恒以及状态方程。连续性方程可写为：

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (210)

在二维不可压情况下，该方程可写作 ux + vy = 0.

能量方程写为：

∂

∂t
(ρEtot) +∇ · [u (ρEtot + p)] = 0 (211)

其中 Etot为系统内的总能量。流体的状态方程写为：

p = f(ρ, T )

其构建了流体中压强与密度和温度之间的关系。

上述方程构建并控制了流体运动的基本物理规律；其中，流体既包括水，油等

流动态物质，也包括空气，微颗粒物等广义的流体。但是值得注意的是，要利用流体

理论建模，物质要满足上述连续方程，既基本单元（分子，原子等）的运动在整体分

析时可忽略不计。

2. 2. 2 多相流理论

在流体力学中，多相流是指具有两个或多个热力学相的材料同时流动[78]。而多

相流可简化为常见两相流系统；其中包括气液两相流；气固两相流和液固两相流。

在本文中，我们主要考虑气液两相流中的气泡流（bubble flow）。为气体占比较

小的气液两相流。

气泡流动中，气体和液体均满足上述流体力学基本方程，而气液界面则由表面

张力控制。在模拟仿真时，我们引入相函数 ϕ描述两相运动，NS方程因此写为：

∂ϕ

∂t
+∇ϕ · u = 0

10
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图 25不同气液两相流动示意图[72]。

现设气、液的密度和粘性分别为 ρ1, ρ2 和 µ1, µ2。则气液混合流体的密度和粘

性可由相函数 ϕ表示为：

ρ = ρ1 + ϕ(ρ2 − ρ1)

µ = µ1 + ϕ(µ2 − µ1)

对于气泡流，我们采取 COMSOL Multiphysics ®中的 Level Set模型，其中时间

相关的控制方程写为：

∂ρ

∂t
+ u · ∇ϕ = γ∇ ·

(
ϵls∇ϕ− ϕ(1− ϕ)

∇ϕ
|∇ϕ|

)
其中 γ 为计算参数，为保证函数在时间迭代中始终保持在气液界面区域；而 ϵls

则控制两相交界界面的区域厚度。上述方程就为控制气泡流动的数学基础。在此处

我们略过多相流基本理论，对于两相流组分关系数学模型的基本推导详见附录 B。

本章节中，我们简要介绍了物理神经网络的构建和数学基础以及多相流理论；下

一章节中，我们将通过介绍并分析两个微气泡流算例分析微流体环境下气泡动力学

的物理性质。

11
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第 3章 微气泡流动

3. 1 模型构建

为了探究微流体环境中气泡的运动形式，以及考虑到实际应用场景，我们本次

共设置了两个算例：单气泡微管道流动和多气泡管道流。其中，单气泡管道流动主

要对应但不限于血脑屏障中血管内气泡运动的研究[6769]和红细胞的变形[79, 80]；建模

主要参考 Hosseinkhah et al.[69]的工作：单气泡限制在管壁（血管壁）内运动。而多气

泡模型则主要对应但不限于组织液内多细胞运动[81, 82]以及药物输运[66]。具体建模参

考 Talu et al.[66]的实验图以及 Lea et al.[72]的工作定义（在第一章节已介绍）。

3. 1. 1 单气泡模型

单气泡微管道二维建模方法如图31所示：坐标定位微管道左下角处；管道左侧

以 (2.5, 2.5)为圆心，做一直径为 4µm的圆，为初始气泡。微管道设置长度为 15µm，

直径为 5µm。基于前述对于血红细胞，组织细胞以及药物输运中油性气泡等的研

究[6571, 7981] 我们发现，细胞与气泡大多直径处在 1 ∼ 5µm，因此此处我们给定气

泡直径 d = 4µm，以符合应用背景。给定周期性边界条件：管道进出两端压强差为

∆p = 10Pa。初始边界条件给为：初始速度为 0，初始压强给定为组织液压强[83]：基

于实验数据与过往研究，我们将初始压强设定为 6mmHg，转换为国际标准单位后，

可给定：p0 = 799.932Pa。同时，我们将液体流出段两端设定两压强限制点，压强依

旧选为组织液压强 p = 799.932Pa。上下两端为管壁，在多相流系统内设定为润湿壁。

气泡（气相材料）设为空气（Air）；流体（液相材料）设置为水（H2O）。

给定模型后，针对多相流我们采用 Level Set算法[84]（相关算法已在第 2章给出

介绍）；我们采用时间相关（TimeDependent）的求解器，总共计算 5000µs内单气泡

的运动，其中，每 20µs输出一次结果。温度为室温（293.15K）。

对于气泡沫型的网络，因多相流的两相接触界面需要高精度计算，否则则会造

成其中一相的成分损失致使迭代后时间步计算误差增大，使结果不可信；因此，在

本算例中我们采用系统定义的加密网格，选用”Extra Fine”网格。具体初始网格效果

如图32所示。

12
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Micro-bubble ( ) d = 4μm
Periodic BC ( )Δp = 10Pa

15μm

5μm

Pressure constraint 

( )p = 799.932Pa

IC: p0 = 799.932Pa (6mmHg)

y
x

图 31单气泡模型的建模。

图 32单气泡模型的初始网格构建。
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Micro-bubble 

( )d = 3μm

Pressure constraint 

( )p = 799.932Pa

100μm

50μm

Periodic BC ( )Δp = 10Pa

IC: p0 = 799.932Pa (6mmHg)

y
x

图 33多气泡模型的建模。

3. 1. 2 复杂多气泡系统

多气泡系统的二维建模方法如图33所示。参考前一小节的应用设定，我们在此

也将气泡直径设定在 1 ∼ 5µm内，选定 d = 3µm。由前述工作[70, 71]，我们知道，生

物体内气泡分布较为均匀和密集；参考Wang and Hu[85]对于细胞内流体建模的工作：

在生物力学环境中，当气泡分布均匀时可以采用单向流处理多相流问题。因此，在

对多气泡系统进行建模时，我们将气泡设定较为密集并且较为均匀的设定在流域内

以满足应用背景。设定管道长度为 100µm，管壁直径为 50µm。坐标定为下管壁中点

处。60个直径为 3µm的微气泡均匀分布在管道内部。参考上一小节应用背景设定，

初始条件给定 p0 = 799.932Pa，管道出口压力限制点 p = 799.932Pa。给定周期性边

界条件 ∆p = 10Pa。

对于算例，我们设定多气泡系统计算 3000µs，其中每 1µs输出一次结果。温度

为室温（293.15K）。采用 Level Set和 TimeDependent计算方法。由于多气泡系统中

每个气泡相对较小，在整个算例中容易造成长时间计算致使组分丢失问题，因此我

们在该算例中给定网格为最密集等级（Extremely Fine）。网格示意图如图34所示。

14
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图 34多气泡模型的初始网格构建。

3. 2 动力学分析

3. 2. 1 单气泡计算结果

单气泡计算后气泡运动轨迹如图35所示。其中显示单气泡运动从 400µs 开始，

每隔 400µs记录气泡形态，记录九个气泡形态直至 3600µs。在 3600µs时的气泡形态

和 Tomaiuolo et al.[80] 实验中红细胞在微管道流动中的变形对应。其中，在我们的仿

真中，由定性分析可观测到在 3600µs时的单气泡变形与 Tomaiuolo et al., 2009论文

中 Fig. 2的红细胞限制在 6.6µm微管道中流速为 1.12cm/s的单红细胞变形形貌基本

一致。

从图35中可观测，我们可以观测到单气泡运动变化形式。气泡左端迎流处最先

向内凹，右端受微流动推动向右凸起呈抛物线状前进。随着时间推进，左端迎流界

面内凹至形成一定空间形成两个尾端泡张力面；在此处可以看作是产生了两个将剥

离主气泡的“附着气泡”。

在微流体环境中，整个气泡前进造成的尾端两个附着“小气泡”的产生原因主

要有二：一是随着流体速度前进致使气泡产生的惯性；二为微流体环境中流体的粘

性和表面张力起到明显作用。二者共同作用下：单气泡在微管道中前进时，因气泡

本身速度，以及气液接触界面对气泡表面产生的“拖拉”效应，使得单气泡变形的尾

迹被拖出两个附着气泡。由前文，单气泡该变形模式和 Tomaiuolo et al.[80] 实验单血

红细胞变形相似；但是因为气泡外表面仅为气液界面表表面张力支持的，所以很容

15
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图 35单气泡模型的运动轨迹。

易被“撕裂”，使得附着小气泡被“剥离”。而 Tomaiuolo et al. 实验中红细胞却在流

动过程中没有产生这一现象，因为血红细胞因为外表面有生物膜，生物膜本身具有

弹性、韧性等力学性质，故可以使得红细胞在微管道流动中保持完整形态。

为研究及验证气泡管道流动的规律及机理，如图36展示单气泡管道流管道尾端

在前 3600µs的速度分布。时间选至 3600µs的原因为单气泡在 3600µs之后会流经管

道尾端（如图35），致使速度分布不符合一般管道流。

由图36，我们可以观测到管道右段速度在 40µs后便符合抛物线的速度分布，之

后直至 3600µs都符合该分布规律；该抛物线分布符合一般泊肃叶流动基本规律[86, 87]。

抛物线在 40 ∼ 1000µs内基本符合同一抛物线参数，而后在 2000 ∼ 3600µs内进入另

一抛物线分布：抛物线顶端斜率导数减小速度降低，靠近管壁测速度分量减小，管

道中心处速度分量增大。

为了更加完整的分析气泡流经时（气泡运动过程）捕捉相变化过程的物理信息，

我们在记录在气泡右端处（x = 5µm）速度分布，如图37所示。我们可观察到，初始

t = 20µs时，气泡并没完全开始运动，直至 t = 600µs时，气泡右侧顶端开始穿过我

们设定的记录数轴，为中间外凸的抛物线；后至 t = 1000µs时，气泡一大部分都穿

过“观察轴”，使得抛物线中间外凸部分数值增大，外凸趋势更加明显；至 t = 1400µs

时，抛物线外凸趋势消失，此时气泡主体部分开始流经观测轴，抛物线的外凸顶点
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图 36单气泡模型流场末端的速度分布。
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图 37单气泡模型气泡右端的速度分布。
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图 38单气泡模型运算过程中气液组分分布。

下凹；至 t = 2000µs时，气泡主体部分正在记录数轴上，抛物线的外凸呈“宽大状”，

气泡的尾端（左侧）也即将流经观测轴；而后至 t = 2600µs到 t = 5000µs时，气泡

已经流过观测数轴，管道速度分布已经与图36纯液相管道流分布相似，满足抛物线

基本特征。其中，每一时刻速度分布可参考图35气泡整体运动形态变化并对应相应

速度分布。

由前文，多相流计算中对网格需求较高因稀疏网格可能导致在计算迭代过程中

某一相流体组分丢失致使误差增大使结果不可信；因此，我们选择较密网格确保运

算准确。但在结果分析时我们仍需验证两相组分分布确保结果精准。如图38所示展

示了对单气泡算例气液两相的组分在整个计算迭代过程的分布。其中浅蓝色区域为

空气（气泡），白色区域为水（液体）。红色为根据气液面积（二维体积）比计算理论

值；举例来说，空气相计算公式可写为：

ComponentAir =
AreaAir

AreaAir + AreaWater

在实际计算中，由第 2章节介绍，我们用相函数 ϕ ∈ [0, 1]来描述气液两相占

比。在实际计算得出的场分布中，相函数分布在 (0, 1)之间，极少存在数值为 0或 1

18



上海大学本科生毕业设计（论文）

的情况。这也是符合真实物理规律的：在实际的空气水混合体系中，水中会混合一

定量的空气或气体分子微团，而空气（气泡）中也会混合一定量的水分子微团（游离

液态水），既纯粹的空气或水（或纯气态 &液态）几乎不存在；符合仿真结果。实际

操作中，对于 ϕ ∈ [0, 1]，我们取 ϕ ∈ [0.5, 1]属于气相，取 ϕ ∈ [0, 0.5]属于液相，记

录组分随时间变化。计算所得两相比为如图所示蓝色波动量。由图我们可以得出在

整个气泡运动过程中气液相分布基本符合理论值，在理论值上下波动。理论计算结

果为 ComponentWater/ComponentAir = 0.8324，仿真计算结果最大值不足 0.85，最小

值约在 0.8，均在接受误差范围内。

而除前文中我们提到的计算迭代致使某一相流体含量过少被忽略丢失导致的计

算误差外，在计算气泡运动过程中气泡运动本身也会造成组分比产生误差。因为真

实物理运行在三维空间，在进行二维计算时，二维物理变量的数值在二维空间内体

现在第三维度上；例如，假如将气液组分作为分析量，在第三维度上产生 [0, 1]的

数值取样，接近 1为气相，接近 0为液相；在涉及到气泡融合&分离时，两气泡主体

间会产生介于 (0, 1)间的气液界面；对于本小节单气泡算例，该界面在运动过程中

可能因为数值趋向于 0而被算作液相部分被损失掉。对于涉及到气泡融合情况（多

气泡算例），当两气泡融合瞬间，在三维空间内应在第三维度上产生气相数值的增大；

但是对于二维计算情况描述两相的数值只在 [0, 1]内，且两相含量只体现在二维面积

上，因而使得在该瞬间气体部分在数值上被少算了一部分，此时也产生了计算误差。

3. 2. 2 多气泡计算结果

分析多气泡算例时，我们采用和上一小节相同分析方法。整个多气泡系统运动趋

势如图39所示：初始状态下 60个微气泡均为分布在流场各点，至 t = 900µs时，可观

测到极个别气泡已经融合，少量呈现融合趋势；至 t = 1500 ∼ 1800µs时，可以看到已

经有少部分气泡已经融合，且分别对应 t = 1500 & 1800µs两时刻我们也可观测到气

泡的融合过程，并且融合气泡还会产生更小的微气泡剥离现象。至 t = 2100& 3000µs

时，大部分气泡已经发生了融合以及附着气泡的剥离；在 3000µs我们观察到多气泡

融合后的“大气泡”更易与周围微气泡产生新的融合。

同样的，采取同样方式，如图310我们在微管道尾端（右侧）设置观察数轴记录

微气泡群流经管道时速度分布。由图我们可以得出，在微气泡群管道流情况下，尽管

有气液两相混合，但是与单气泡算例不同，管道速度分布基本符合泊肃叶流的抛物

线速度分布；这是因为当气体含量占比较小并均匀混合在液体中时，此时仍符合流
19
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t = 300μs t = 900μs

t = 1500μs t = 1800μs

t = 2100μs t = 3000μs

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

图 39多气泡系统的运动趋势。
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图 310多气泡模型流场末端的速度分布。
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图 311多气泡模型运算过程中气液组分分布。
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体流动规律，该种流动被定义为传统的气泡流（bubble flow）[72]。这也与Wang and Hu

工作中对于生物细胞环境下当微气泡较小时可以将两相流用单向流进行建模的思路

吻合[85]。在计算至 1000µs后，我们观测到流体速度分布几乎不发生改变，既说明气

泡群管道流在 1000µs后流动稳定，满足相似速度分布规律直至在 3000µs算例计算

完成。

同样，采用上一小节对单气泡分析方法，我们也要验证气泡群动力学在计算过

程中组分是否符合物理规律。如图311所示展示了在整个气泡群运动过程中气液组

分比和理论标准值的对比。与上一小节采用同样方法，对计算所得相函数 ϕ，取 ϕ ∈

[0.5, 1]属于气相，取 ϕ ∈ [0, 0.5]属于液相，记录所得组分变化规律如图311中蓝色

波动量所示。其中浅蓝色区域为空气，白色区域为水。其中理论值对应初始情况下液

相在整体占比：ComponentWater = 0.915，由图311可得 ComponentWater ∈ (∼ 0.9, ∼

0.92)，符合误差范围。

本章节中，我们分别介绍了单气泡和微气泡群的算例应用背景、建模及计算；而

后对计算结果进行了多方面的分析。结合第 1章节的研究背景及他人成果介绍和第

2 章节理论背景及计算方法的介绍；本章节我们对单气泡和气泡群整个运动过程进

行了全面的动力学分析。下一章节，我们将介绍我们对多相流问题提出的深度学习

算法以及预测成果。
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第 4章 数据驱动的预测与学习

由第 1章和第 2章提到，Raissi et al.[47]与 2019年提出了基于引入物理方程损失

函数的深度神经网络 PINN；在本章节中，我们将会效仿他的思路提出针对微流体气

泡流的神经网络结构。我们首先介绍利用普通深度神经网络预测气泡流的算法以及

结果，随后介绍我们提出的框架 BubbleNet结构与算法和结果。

由第 3 章节中我们介绍的单气泡与多气泡系统两个算例，我们分别针对这两

个算例使用了传统深度神经网络（DNN）与我们提出的基于气泡动力学神经网络

（BubbleNet）进行计算预测。为是问题具体化，对于单气泡算例，我们目标预测 t =

2000µs时气泡的运动状态；对于多气泡算例，我们目标预测 t = 1500µs时气泡的运

动状态。运动状态包括当时刻物理场的速度，压力与相函数分布（u, v, p, ϕ）。

为了从算例中获取数据用作神经网络训练数据 (xtrain, ytrain, ttrain)，同时为了

减小计算资源损耗，我们对于两不同算例采用相同的策略：将场数据分布 (x, y, t)

数据进行稀疏化，对于单气泡算例，我们对场数据进行每隔 10 个数据点取样一次；

对于多气泡算例，我们对场数据进行每隔 20个数据点取样一次。对于时间步，单气

泡算例每隔 2个数据点取样一次；单气泡算例每隔 30个数据点取样一次。以上稀疏

化 方 法 可 表 述 为 (xtrain, ytrain, ttrain) =

(x(1 : interpolate : end), y(1 : interpolate : end), t(1 : interpolate : end))。其中单气泡

算例场数据 (x, y)取样如图41所示，多气泡算例同理。

4. 1 DNN:深度人工神经网络

由第 2章节介绍，人工神经网络为一种为模仿人脑中神经元结构的非线性数据

拟合器。而深度人工神经网络则是由多个隐层以及多个神经元构成的该结构。本文

中我们为了学习并预测气泡的运动，我们采用了具有 9隐层，每隐层具有 30个神经

元的深度神经网络结构，如图42所示。其中，为了能够预测气泡流场所具有的基本

物理量，我们令需要被预测的 4个物理量 [u, v, p, ϕ]为神经网络的输出量作为监督，

离散化后全时间步长的场数据 [x, y, t]为训练数据。
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图 41对单气泡模型的场数据取样。
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图 42人工深度神经网络的示意图。其中我们用 [3 × 2]网络结构做示意图；实际训练网络结构
采用 [9× 30]网络结构。
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Algorithm 1 DNN for predicting bubble dynamics

1: function DeepNeuralNet(self , x, y, t, u, v, p, �, layers)

2: (x̂, ŷ, t̂, û, v̂, p̂, �̂) = Update(x, y, t, u, v, p, �)

3: ( ˆweights, ˆbiases, ˆlayers) = self.InitializeNN(weights, biases, layers)

4: self.Loss = MSE[(u� upred) + (v � vpred) + (p� ppred) + (�� �pred)]

5: upred = self.Netu(x, y, t)

6: vpred = self.Netv(x, y, t)

7: ppred = self.Netp(x, y, t)

8: �pred= self.Net�(x, y, t)

9: Optimization method ’L-BFGS-B’ & Optimizer: Adam

10: def InitializeNN(self, layers)

11: Initialize all the weights & biases for Netu, Netv, Netp, Net�.

12: def NeuralNet(self, weights, biases)

13: Build NN for u, v, p, � with four sets of weights & biases.

14: def {Netu,Netv,Netp,Net�} (self, x, y, t)

15: {u, v, p, �} = self .NeuralNet(x, y, t, weights, biases)

16: def Train(self, iterations)

17: Obtain training time & Losses; train the NN with Adam optimizer.

18: def Predict {u, v, p, �} (self, iterations)

19: {upred, vpred, ppred, �pred} = self. sess.run(x, y, t)

20: end function

21: Input = {x, y, t}, Output = {u, v, p, �}
22: Hidden layers = [30 neurons ⇥ 9 layers]

23: Load fields data of micro-bubble system dynamics simulation.

24: Set training sets = {xtrain, ytrain, ttrain, utrain, vtrain, ptrain, �train, layers}
= MaxMinScaler(Simulation Data)

25: model = DeepNeuralNet(training sets)

26: model.Train(#Iterations)

27: Set target prediction time as tpred
28: Obtain {upred, vpred, ppred, �pred} = model.Predict(x, y, t) at tpred.

29: Save all the data & post-processing.

1

该神经网络基本算法如 Algorithm 1所示。基本思路可以简化为：定义深度神经

网络函数；首先更新网络内部运算参数；设定损失函数为预测值和监督数据的差值；

给定网络基本参数和优化器；开始网络计算：初始化网络，训练数据，预测数值。给

定网络数据与迭代次数等基本参数。对于两算例，我们设定单气泡算例迭代次数为

10000，多气泡算例迭代次数为 200000。对于给定优化器 L-BFGS-B，给定最大迭代
次数为 500000。
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图 43我们提出的物理神经网络 BubbleNet示意图；结构同图42，训练采用 [9× 30]结构。

4. 2 BubbleNet: 气泡物理神经网络

根据第 1章介绍，深度神经网络已经在工业，学术界取得大量成果并证明其应

用的广泛性和可靠性。我们基于普通深度神经网络结构，提出了一种包含物理信息

的并可以更精准预测多相流的神经网络 BubbleNet，基本结构如图43所示。该种结

构与前文中普通深度神经网络主要有两点不同：网络的输出不再是 4个物理量，而

是三个场函数 (p, ψ, ϕ)。其中 (p, ϕ)同上，而我们通过对 ψ进行求导求得两速度场：

u = ∂yψ, v = −∂xψ。这样，我们在通过预测 ψ因而获得两速度场的过程中流体的

连续性方程 ux + vy = 0就自动满足了。

同时，BubbleNet的另一创新点在于我们引入了时间离散归一器（Time Discretized
Normalizer, TDN）。和传统神经网络归一化的思路不同，因为针对微管道气泡流速度、
压力会随时间发生很大变化，若直接对数据整体进行传统的归一化（MaxMinScaler），

则会造成一部分时间步上物理场的分布会被那些相应数值较大的时刻的“特征剥夺”，

致使在该时刻的数据被归一化后原本流场的特征消失。举例来讲，若 t = t1 时刻流

场中压力分布的数量级为 105（SI），而 t = t2时刻流场中压力分布数量级 102；则对

整体数据进行归一化后 t1时刻流场压力分布几乎不受影响，但是 t2时刻数值几乎接

近为同一数值；而这在训练时会“欺骗”神经网络，使得优化器认为已经完成拟合，

导致最终预测偏差较大。

相应 BubbleNet的程序算法如 Algorithm 2所示。思路基本同 Algorithm 1，我
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们先给定网络基本函数，更新网络参量 &设定网络基本参数和优化器；不同点在于

我们预测数值时先通过 Netp, Netψ, Netϕ 预测得 p, ψ, ϕ，在通过求梯度得 u, v。值

得注意的是网络的损失函数依然为 u, v, p, ϕ训练数据与预测数据的差值，这也说明

我们依然用网络逼近四个基本物理量，只是在网络结构“蕴含”了 ψ，使得连续条件

“藏”于其中。另一点不同的是我们在给定数据时使用了时间离散归一化器 TDN。

Algorithm 2 BubbleNet: physics-informed neural network for bubble dynamics

1: function BubbleNet(self , x, y, t, u, v, p, �, layers)

2: (x̂, ŷ, t̂, û, v̂, p̂, �̂) = Update(x, y, t, u, v, p, �)

3: ( ˆweights, ˆbiases, ˆlayers) = self.InitializeNN(weights, biases, layers)

4: self.Loss = MSE[(u� upred) + (v � vpred) + (p� ppred) + (�� �pred)]

5: {upred, vpred, ppred,�pred} = self.{Net ,Netp,Net�}(x, y, t)

6: Optimization method ’L-BFGS-B’ & Optimizer: Adam

7: def InitializeNN(self, layers)

8: Initialize all the weights & biases for Net , Netp, Net�.

9: def NeuralNet(self, weights, biases)

10: Build NN for  , p, � with four sets of weights & biases.

11: def {Net ,Netp,Net�} (self, x, y, t)

12: { , p, �} = self .NeuralNet(x, y, t, weights, biases)

13: u = @y & v = �@x 
14: def Train(self, iterations)

15: Obtain training time & Losses; train the NN with Adam optimizer.

16: def Predict {u, v, p, �} (self, iterations)

17: {upred, vpred, ppred, �pred} = self. sess.run(x, y, t)

18: end function

19: Set training sets = {xtrain, ytrain, ttrain, utrain, vtrain, ptrain, �train, layers}
= TimeDiscretizedNormalization(Simulation Data, timestep)

20: model = BubbleNet(training sets)

21: model.Train(#Iterations)

22: Rest procedures same as Algorithm 1

2

4. 3 训练 &计算结果

基于以上两种神经网络结构，我们分别使用并对单气泡和多气泡算例进行了训

练和预测。我们首先讨论单气泡算例计算结果。两种神经网络训练结果如图44，4

5所示。其中，图44显示在训练过程中损失函数出现了“梯度爆炸点”（exploding

gradients），但是很快梯度继续正常下降。这主要是由于我们使用的优化器导致的。

在训练深度神经网络时，随着隐层增加，权重的误差会呈指数级放大致使训练梯度

发生急剧增大[88]。而在本文中，因为使用了’L-BFGS-B’优化算法以及 Adam优化器，
神经网络的训练步骤可以理解为：先进行设定次数的迭代次数（单气泡算例 10000，

多气泡 200000），在迭代完成后进行 L-BFGS-B优化器的迭代。在优化器迭代至一定
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图 44两种网络结构训练的损失函数。
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图 45去掉梯度爆炸点后两种网络结构训练的损失函数。
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图 46基于物理仿真结果与普通深度神经网络 DNN &物理神经网络 BubbleNet预测的速度场 u
分布。

次数后损失函数很难减小，此时便认为训练完成。而我们算例中的梯度爆炸正是发

生在迭代次数完成后采用 L-BFGS-B 优化的交替步骤，所以之后损失函数下降依然
符合正常趋势。

由图45我们可以观察到去掉梯度爆炸点后，损失函数下降的趋势为：DNN迭代

次数更长久，损失函数数值下降至更小；而 BubbleNet梯度下降至一固定数值后便
结束迭代完成训练，最终损失函数数值明显大于传统 DNN。在此我们提供两点可能

解释：第一，利用两种归一化器计算后的训练数据特征不同，网络对其适应性也不

同；第二，因为我们在 BubbleNet中引入了物理信息（通过预测 ψ算出 u, v），所以

该结构可能导致训练过程产生误差，使得 ψ不同同时精准拟合 u, v的训练数据。

两种网络结构对于单气泡算例速度场 u 预测结果如图46所示。其中，我们可

以观察到我们提供的 BubbleNet预测流场趋势与实际计算结果基本相符，而传统的
DNN预测结果却相差较大。由前文提到，造成该现象的主要原因为在对整个时空域

的数据进行归一化后，由于在特定时间步某些物理量数值较大从而“剥夺”了其他

时间步该物理量的特征，在进行整体归一化后在该时间步上整体数值都趋于 0（或量

级上非常小），该数据特征因此“欺骗”神经网络使其误以为对该时间步的预测为准

确的。而从图46的特征我们可以基本判断速度场 u分布满足这种规律。
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图 47基于物理仿真结果与普通深度神经网络 DNN &物理神经网络 BubbleNet预测的速度场 v
分布。

图 48基于物理仿真结果与普通深度神经网络 DNN &物理神经网络 BubbleNet预测的压力场 p
分布。
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图 49基于物理仿真结果与普通深度神经网络 DNN &物理神经网络 BubbleNet预测的相函数 ϕ
分布。

如图47, 48, 48则分别展示了单气泡算例的速度场 v，压力场 p，以及相函数 ϕ

的两种神经网络预测。通过四个物理场预测结果我们可以判断无论从数值范围还是

运动趋势上 BubbleNet预测结果均优于传统的 DNN；并且速度场 u & v 都符合前文

描述的由于整体归一化导致的“特征被剥夺”。因此 BubbleNet预测效果优势更为突
出。但是，从压力场 p分布我们也可以看出两种神经网络在预测时都会造成细节遗

失，即便是 BubbleNet在预测压力场也遗失气泡部分压场变化。对此，我们给出两个
解释：首先是压力场左端与右端压差较大，神经网络在训练时主要考虑了两侧压差

的明显特征，从而忽略了气泡的细节特征；同时我们对于神经网络训练迭代次数仅

有 10000，使得网络训练不充分不完全。而对于描述气泡构型的相函数，传统 DNN

已经表现出彩，可以基本预测出整体气泡形态；对比之下 BubbleNet的突出点在于
对于场背景预测也更加准确了，对比图49左下图场中有部分浅蓝色区域。

在网络训练中，针对不同的归一化方法产生的不同数据，网络训练目标也不同。

网络基于损失函数评估训练过程，而损失函数在此可以理解为网络的训练误差，此

处用 ϵ指代。既网络针对输入训练数据所产生预测数值相对误差，可写作

ϵ =
|Wtrain −Wpred|

|Wtrain|
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图 410针对速度场 u的 DNN & BubbleNet神经网络训练相对误差 ϵ。

图 411针对速度场 v的 DNN & BubbleNet神经网络训练相对误差 ϵ。

其中W指代物理系数，此处代表 u, v, p, ϕ。

速度场 u的训练误差 ϵ如图410所示。由图我们可以明显看出 BubbleNet训练误
差远高于传统 DNN。

由图411我们也观察到同样的趋势：BubbleNet训练误差远高于 DNN，且不在同

数量级上。DNN 的误差标尺 [0, 1]已不足以描述 BubbleNet的 v 场 ϵ分布。为更清

晰展示 v 场 ϵ分布尺度，我们做图412，并分别给定 6个不同的标尺：[0, 1], [0, 10],

[0, 100], [0, 1000], [0, 10000], [0, 100000]。根据 6个尺度下的坐标分布，我们可以得出

在二维场分布的右下侧出现一“误差爆炸点”，且整体误差是围绕场四周分布波动较

大。对此，我们根据前文给出的 ϵ定义给出如下解释：相对误差计算中分母为输入数

据Wtrain 太小，例如为 10−9 量级，那么即使神经网络训练的绝对误差仅在 10−3 量

级，计算相对误差也会达到 106量级，造成我们看到的“误差爆炸”。

同理，压力场 p，组分分布函数 ϕ的两种神经网络计算相对误差如图413, 414,

415所示。我们可以用上述理论解释相函数误差爆炸的原因。特殊情况为训练所得
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图 412针对速度场 v的 BubbleNet训练相对误差 ϵ在不同标尺下的尺度。

图 413针对压力场 p的 DNN & BubbleNet神经网络训练相对误差 ϵ。

图 414针对相函数 ϕ的 DNN & BubbleNet神经网络训练相对误差 ϵ。
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图 415针对相函数 ϕ的 BubbleNet训练相对误差 ϵ在不同标尺下的尺度。

图 416针对速度场 u的仿真计算与 DNN & BubbleNet的绝对误差 |ϵ|。

压力 p的相对训练误差在此处更小；可以说明在训练上我们提出 BubbleNet的拟合
效果也更好。

在分析神经网络训练效果时，仅考虑训练相对误差是不够的，因为这只反映了

网络拟合效果的准确度。对于实际物理问题，我们需要权衡物理场的绝对误差。DNN

和 BubbleNet对物理场 u, v, p, ϕ预测的绝对误差 |ϵ|如图416, 417, 418, 419所示。

由图416, 417, 418我们可看出 BubbleNet的绝对误差均明显小于传统DNN，但

是两者误差大体分布趋势相同。仅是描述气泡运动形态的组分分布 ϕ传统DNN误差

略小于我们提出的 BubbleNet（图419），这可能是由于相函数本身分布区间为 [0, 1]，

我们的离散时间归一器以及物理限制在此处不起明显作用。总体来看，对于单气泡

算例，我们提出的深度学习框架在误差上显著高于 DNN并迭代次数更少（图45）。
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图 417针对速度场 v的仿真计算与 DNN & BubbleNet的绝对误差 |ϵ|。

图 418针对压力场 p的仿真计算与 DNN & BubbleNet的绝对误差 |ϵ|。

图 419针对组分分布函数 ϕ的仿真计算与 DNN & BubbleNet的绝对误差 |ϵ|。
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图 420 DNN & BubbleNet针对多气泡算例训练的损失函数下降过程。

对于多气泡算例，分析思路同单气泡算例。理论部分此处不再赘述。首先，两种

不同网络针对不同算例训练损失函数下降过程如图420所示：我们提出的 BubbleNet
明显以更快的速度进行梯度下降并且误差更小。传统深度神经网络在训练时梯度处

在相对剧烈的波动中，没有稳定下降。此处我们给出的解释为：I、多气泡流动场物

理数据有很多明显变化：i.e., 很多个小气泡与周围场的组分分布的数值间断难以被

神经网络捕捉；II、根据我们给出的周期性边界条件，压力、速度等物理量在时间域

上变化较大，在每个时间步上又存在间断，因此使得神经网络在拟合这样的数值场

时难以兼顾多特征，因此上一次迭代产生的权重在下一次训练验证就产生较大误差，

是损失函数波动较大。但是时间离散归一器使得每个时间步的数据处在同一尺度上，

因此拟合误差相对较小。

对多气泡流场 DNN和 BubbleNet预测的物理场 u, v, p, ϕ如图421, 422, 423,

424所示。其中，DNN仅在速度场 u上预测效果好于我们提出的 BubbleNet，此处
我们给出的解释是因为速度两分量 u, v是由潜在函数 ψ耦合在一起的（为满足连续

条件），由于 BubbleNet 在预测时侧重拟合速度场 v 的趋势，因此导致 u 出现了很

多不必要的细节，但是预测速度场整体上无论在数值大小还是在趋势上都基本符合

原场分布。图422, 423, 424印证了 BubbleNet对于整体物理场在预测效果上均好于
DNN，无论是趋势还是数值拟合都基本完美符合原场分布。
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图 421针对速度场 u的仿真计算与 DNN & BubbleNet的预测结果和数值模拟结果对比。

图 422针对速度场 v的仿真计算与 DNN & BubbleNet的预测结果和数值模拟结果对比。
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图 423针对压力场 p的仿真计算与 DNN & BubbleNet的预测结果和数值模拟结果对比。

图 424针对组分分布函数 ϕ的仿真计算与 DNN & BubbleNet的预测结果和数值模拟结果对比。
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图 425针对速度场 u的仿真计算与 DNN & BubbleNet的相对误差 ϵ。
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图 426针对速度场 v的仿真计算与 DNN & BubbleNet的相对误差 ϵ。
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图 427针对压力场 p的仿真计算与 DNN & BubbleNet的相对误差 ϵ。
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图 428针对组分分布函数 ϕ的仿真计算与 DNN & BubbleNet的相对误差 ϵ。
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图 429针对速度场 u的仿真计算与 DNN & BubbleNet的绝对误差 |ϵ|。

为了印证神经网络训练效果的好坏，由前面提到的相对误差定义 ϵ，此处图425,

426, 427, 428分别展示了DNN和 BubbleNet训练相对误差分布。由上图可得出，在
速度场 u, v的预测上，传统的 DNN的训练相对误差低于 BubbleNet；在压力场 p和

组分分布函数 ϕ上 BubbleNet高于 DNN。同时对于组分分布函数 ϕ两个网络总体训

练效果相差不大。以此可以说明 BubbleNet在训练上并没有体现出明显优势，主要
优势在于实际预测的场数据更符合原物理分布，这也和前文中对单气泡算例的分析

结论是相同的。

最后我们分析 DNN 和 BubbleNet 对于真实物理分布的绝对误差 |ϵ|，对物理场

u, v, p, ϕ的绝对误差分布如图429, 430, 431, 432所示。基本分布同我们在前文分

析的相同：DNN对于速度场 u的绝对误差更小，预测更准确；但是 BubbleNet在其
他物理场 v, p, ϕ预测时绝对误差均明显小于 DNN，预测精度更高。

对于单气泡和多气泡两个算例下DNN和 BubbleNet的预测过程和结果分析我们
均可以得出，BubbleNet相较于DNN的优势主要体现对于物理场分布精度更高，更准

确（通过绝对误差 |ϵ|得出）。但是在网络训练本身，我们很难明确DNN和 BubbleNet
的训练效果好坏，这和数据本身的趋势和结构有关。总而言之，针对微气泡流动的两

个算例 BubbleNet的预测效果均更好，我们因此认为该结构是有效且具有鲁棒性的。
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图 430针对速度场 v的仿真计算与 DNN & BubbleNet的绝对误差 |ϵ|。

图 431针对压力场 p的仿真计算与 DNN & BubbleNet的绝对误差 |ϵ|。

图 432针对组分分布函数 ϕ的仿真计算与 DNN & BubbleNet的绝对误差 |ϵ|。
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结 论

为了解决在化工、生物领域常见的多相流问题，特别是微管道中气泡流动问题，

我们使用了近些年来发展迅速的数据驱动物理深度学习方法来预测微气泡流。首先

我们基于数值模拟，分别计算了在微米尺度下微管道中单气泡与多气泡系统的运动

规律。模拟仿真中计算参数基于生物学应用背景给出。单气泡算例计算微管道中单

气泡运动 5000µs的过程；多气泡算例计算微管道中气泡群运动 3000µs的过程。仿

真结果显示单气泡流动变形形态为前段先外凸呈抛物线状，尾端内凹直至附着气泡

剥离气泡主体；微气泡群会随着时间推进融合及剥离，算至 3000µs后大部分气泡已

经碰撞融合。其中，单气泡算例与微管道实验中血红细胞变形形貌相似，管壁尾端

在液相流部分符合泊肃叶流动基本速度分布。微气泡群算例整体流体速度分布符合

泊肃叶流动规律。对两算例，我们通过对组分进行分析印证算例符合前后组分守恒，

组分比满足误差范围，验证了计算的精确度。

基于物理神经网络[47]，我们提出了一种全新了内部嵌构了连续性方程的针对气

泡运动的神经网络 BubbleNet。我们的网络由两部分构成：构成基本的深度神经网
络（DNN）以及包含连续不可压条件的内置方程（物理信息）。同时，我们还引入

了时间离散监督器：即对于场数据进行时间离散化的归一化。我们分别用 DNN 和

BubbleNet预测了单气泡在 2000µs和多气泡系统在 1500µs时刻物理场（u, v, p, ϕ）

的分布。我们的 BubbleNet结构相较于传统的 DNN可以以更小的迭代步数获得更高

的预测精度。因为对整个时空域上不同时间步流场数值可能较大差异会导致特定时

间步特征被“剥夺”使得训练神经网络时让网络被“欺骗”；所以时间离散归一器使

网络预测时空数据更准确。对于我们给出的两个算例：微管道中的单气泡流动和气

泡群流动中，BubbleNet在预测精度上均高于传统的 DNN（根据与数值模拟的绝对

误差 |ϵ|对比），但是对于网络本身的训练效果来讲（神经网络训练的相对误差 ϵ判

定），BubbleNet相较 DNN并没有明显提高。相关算法成果不仅限于微气泡流，更可

以广泛应用与电化学，电磁，燃烧等具有广泛工程应用背景的数学物理问题。
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附 录

附录 A NS方程的推导

第 2章节中我们给出并直接使用了一般形式下的NS方程。该方程可由 Eulerian

及 Lagrangian坐标系下分别推导出。现我们给出基于 Lagrangian坐标系推导过程[77]。

Eulerian & Lagrangian视角

在描述流体运动时，Eularian坐标系（视角）是基于固定坐标系对以固定空间内

的流体运动进行描述；而 Lagrangian坐标系（视角）则是跟随但流体微团（粒子），

追踪其运动轨迹[89]。两视角下描述流体运动示意图如图附录1所示。

Lagrangian与 Eulerian速度描述可写作关系式：

uL = uE(t, xp, yp, δp)

若考虑时间相关情形，则坐标变量均与时间存在函数关系：

uL = uE(t, xp(t), yp(t), δp(t))

因此，基于 Lagrangian视角的加速度可写作：

aL =
duL
dt

=
∂uE
∂x

· dx
dt

其中，aL为 Lagrangian视角下流体加速度;在本文主要考虑的二维情况下，u = (u, v)，

图附录1 Eulerian和 Lagrangian坐标系的示意图，图源[89]。
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x = (x, y)。

我们因此给出物质导数（material derivative）D的定义：

a =
∂u
∂t

+ (u · ∇) · u =
Du
Dt

现在，我们给出牛顿第二定律并可展开为：

ma = F → ρV a = F

现将前文中给出的物质导数定义带入牛顿第二定律，若只考虑流体所受重力情

况下，在二维情况下方向向量为 (i, j)，我们得出：

ρV
Du
Dt

= V (−∇p− ρgj)

其中 p为流体所受压强。

我们可以进一步把上述方程化简为：

ρ
Du
Dt

= (−∇p− ρgj)

如果将物质导数的定义带入展开的话，我们可以得到如下形式：

ρ
∂u
∂t

+ (u · ∇) · u = (−∇p− ρgj)

这便是狭义 NS方程（动量方程）的一般形式。广义 NS方程还包括能量守恒，

质量守恒（连续性条件）等（第 2章已给出），在此不过多赘述。

附录 B 多相流理论的数学基础

在第 2章中我们简要地给出多相流体在计算中的控制方程。为更严谨的表述多

相流运动，特别是本文中涉及的气液两相运动，我们基于 Darby, R.关于多相流的课

件，给出描述涉及两相运动的基本方程和数学关系。

现对于一两相流系统，有液气两相（liquidgas, LG），系统的总质量为 m，质
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量导数可以写作：

ṁ = ṁL + ṁG = ρLQL + ρGQG

其中 Q为体积流动率（volume flow rate）。

我们因此可以写出多相流系统的质量通量 G（mass flux）：

G =
ṁ

A
=
ṁL

A
+
ṁG

A
= GL +GG

基于质量通量 G，我们可以写出多相流系统的体积通量 J（volume flux）：

J = JL + JG =
G

ρ
=
GL

ρL
+
GG

ρG
=
QL +QG

A

现假设两相流系统中气相占比为 ϵ。多相流系统的整体体积 V = J，则气相和液

相的体积可以写作：

VG =
JG
ϵ
, VL =

JL
1− ϵ

为方便后续推导，我们引入

S =
VG
VL
, κ =

ṁG

ṁG + ṁL

根据 κ和 S，气液两相质量导数的比值可以写为：

ṁG

ṁL

=
κ

1− κ
= S

(
ρG
ρL

)(
ϵ

1− ϵ

)

多相流系统的密度可写作

ρ = ϵρG + (1− ϵ)ρL

我们因此可以将前文中引入的气象体积分数 ϵ展开为

ϵ =
κ

κ+ S(1− κ)ρG/ρL
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